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RÉSUMÉ. Nous montrons dans cet article des bornes pour la régularité de Castelnuovo- 
Mumford d'un schéma admettant des singularités, en fonction des degrés des équations 
définissant le schéma, de sa dimension et de la dimension de son lieu singulier. Dans 
le cas où les singularités sont isolées, nous améliorons la borne fournie par Chardin et 
Ulrich dans [8] et dans le cas général, nous établissons une borne doublement expo- 
nentielle en la dimension du lieu singulier. 



1 Introduction 

Nous étudions des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford d'un schéma, 
admettant des singularités en fonction des degrés des équations définissant le schéma, 
de sa dimension et de celle de son lieu singulier. Ce travail est une continuation des 
travaux de Bertram-Ein-Lazarsfeld d'une part et Chardin-Ulrich d'autre part. 

Soit R = k[X , . . .X n ], un anneau de polynômes sur le corps k, I C R un idéal ho- 
mogène engendré par des éléments homogènes de degrés au plus D. Soit X = Proj(i2/7) 
le schéma projectif sur k défini par J, d sa dimension et r > sa codimension. Soit ô la 
dimension du lieu singulier de X (avec la convention ô = —1 si X est lisse). 

Si la caractéristique du corps k est nulle, X purement de codimension r et ô < 0, 
Bertram-Ein-Lazarsfeld pQ dans le cas lisse et Chardin-Ulrich [8j dans le cas où les 
singularités sont isolées, ont montré la borne suivante : 

reg(ix) < r(D - 1) + 1. 

Dans cette note nous établissons les bornes suivantes, qui sont valables en toute ca- 
ractéristique : 

(1) reg(7 x ) < {dimX)\(r{D - 1) - 1) + 1 si 5<1 

(2) reg(/ x ) < XD^- 5 ^ 2 si ô>2 



où À est explicité dans le théorème 4.3 et ne dépend que de n, d et ô. 

Pour établir nos bornes, nous procédons en deux étapes. Dans la première étape, 
nous établissons des bornes pour la régularité des schémas dont les singularités sont 
rationnelles et localement intersection complètes, hors d'un nombre fini de points. Nous 
utilisons pour cela la méthode de Chardin et Ulrich. Cette méthode décrite dans [S], 
utilise des techniques de liaison, une récurrence sur la dimension et une version améliorée 
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du théorème d'annulation de Kodaira. Dans la deuxième étape, on se ramène au cas 
étudié dans la première étape, en utilisant un théorème de Bertini et une récurrence 
introduite par Caviglia et Sbarra dans [2] et développée par Chardin, Fall et Nagel dans 

m. 



Remerciements. Je remercie Marc Chardin, qui m'a proposé le sujet et aidé par 
des discussions et remarques pertinentes à réaliser ce texte. 

2 RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 

Dans cette section nous rappelons les résultats et définitions qui seront utilisés dans 
les autres parties du texte. 

Soit R = k[X , . . . , X n ] un anneau de polynômes sur un corps k, m = (X , . . . , X n ) 
et M un i?-module gradué de type fini. Posons bf(M) = max{/i/ Torf (M, k)^ ^ 0} si 
Torf (M, k) ^ et bf{M) = — oo sinon. Notons H l m (M) le i-ième module de cohomologie 
locale de M à support dans m, af (M) = max{fi/ H l m (M)^ ^ 0} si H' m (M) ^ et 
af(M) = —oc sinon. On rappelle que l'on définit la régularité de Castelnuovo-Mumford 
de M par : 

reg(M) = max{ af (M) + i} = max{6f (M) - i}. 

i i 

Le nombre minimal de générateurs d'un module M sur un anneau local (ou d'un 
i?-module gradué M) est noté /i(M). 

2.1 Bornes pour la régularité des schémas en dimension au plus un. Soit 
/ = (fi, . . . , f s ) C R un idéal homogène de hauteur n — 1, engendré par s formes de 
degrés d\ > d-i > . . . > d s et soit X = Proj(i?/J) le schéma projectif défini par / et C la 
composante de dimension 1 de X. On a le résultat suivant qui améliore [8j Proposition 
2.1 et Proposition 2.2] : 

Théorème 2.1. [31 Proposition 5.12 et Théorème 5.13] 
Avec les notations et les hypothèses ci-dessus on a : 

s 

reg(R/I) = y^(di — 1) si s=n — l. 

i=i 

Si C est réduite, 

n-l 

reg{R/I) < 2(^2(di - 1) - 1) + d n si s > n. 

i=ï 

Si de plus, fi(Ip) < n pour tout idéal premier p D le tel que dim(R/p) = 1, alors 

min{s,n+l} 

veg(R/I)< fa" 1 )- 
i=i 
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2.2 Sur les singularités et sur un théorème de Bertini. Soit X C P£ un schéma 
projectif sur un corps k et x G X un point fermé de X. 

Définition 2.2. On dit que x est un point non singulier de X si l'anneau local Ox, x 
est régulier. Si Ox,x n'est pas régulier on dit que x est un point singulier de X. 

Le lieu singulier du schéma X, SingX, est l'ensemble de ses points singuliers. Notons 
que Sing(X) est un fermé de X. 

Définition 2.3. Soit A un anneau noethérien. On dit que A vérifie la condition Ri, si 
A p est régulier pour tout idéal premier p de A de hauteur au plus £. 

Définition 2.4. On dit qu'un schéma X vérifie la condition Ri si pour tout x G X, 
l'anneau Ox,x vérifie la condition R^. 

Le résultat suivant donne une version du théorème de Bertini qui est valable en toute 
caractéristique. 

Théorème 2.5. P 3.4.14] 

Soit X C PjJ un schéma projectif sur un corps infini k. Si X est régulier (respectivement 
normal, réduit, vérifie Ri), alors pour tout hyperplan général H , X H H est régulier 
(respectivement normal, réduit, vérifie Ri). 

Corollaire 2.6. Soit X C P£ un schéma projectif et H un hyperplan général. Si 
dim(Sing(X)) = s, alors dim(Sing(X fl H)) = s — 1. 

Dans ce qui suit, nous rappelons les définitions de singularités de type rationnel et 
singularités F-rationelles. 

Définition 2.7. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, on dit que X' X 
est une désingularisation de X si 7r est un morphisme propre birationnel et si X' est 
lisse sur k. 

Définition 2.8. [TO] 

Soit X un schéma essentiellement de type fini sur un corps k de caractéristique zéro, 
X' — > X une désingularisation de X, soit R 1 ti*Ox' les images directes supérieures du 
faisceau Ox> ■ On dit que X possède des singularités rationnelles si X est normal et si 
RJ-'K^Ox 1 = pour tout i > 0. 

Définition 2.9. Un anneau R de caractéristique première est F-rationnel si tout idéal 
de R engendré par un système de paramètres est étroitement clos (tightly closed). Un 
schéma est F-rationnel si tous ses anneaux locaux sont F-rationnel. 

La notion de F-rationalité s'étend aux anneaux essentiellement de type fini sur un 
corps k de caractéristique zéro (voir [12, Définition 4.1]). Elle coïncide avec la notion 
de singularité rationnelle. 

Nous adoptons la terminologie de Chardin et Ulrich dans [S] : 
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Définition 2.10. On dit qu'un anneau R est de type rationnel, s'il est de caractéristique 
p et F-rationnel ou bien s'il est essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique 
zéro et à singularités rationnelles. Un schéma X est de type rationnel si ses anneaux 
locaux sont de type rationnel. 

3 Bornes pour la régularité des schémas en dimension au moins 2 

Soit R un anneau de polynômes sur un corps, le théorème suivant améliore le théorème 
4.7] de Chardin et Ulrich : 

Théorème 3.1. Soit R = k[X , . . . ,X n ] un anneau de polynômes sur un corps k, I = 
(fi, . . . , f s ) G R un idéal non nul engendré par des formes de degrés d\ > . . . > d s > 2, 
X = Proj(-R/J). Posons r = codimX et a = X^=i(^i — !)■ On suppose qu'il existe 
un schéma Z C X de dimension zéro, tel que pour tout x G X — Z, X est localement 
intersection complète en x et Ox,x est de type rationnel. 

Alors reg(R/I) < o~ si R/I est de Cohen-Macaulay, et sinon 

(0) reg(R/I) < - 1) s% dimX < 0, 

(1) reg(i?/J) < 2{a - 1) + d n si dimX = 1, 

(2) reg{R/I) < (dimX + l)\[a - 1) si dimX > 2. 

Démonstration. Si R/I est de Cohen-Macaulay, / est contenu dans une intersection 
complète b de degrés d\ > d 2 > . . . > d r . D'après P, 4.1(a)], 

reg(R/I) = a — indeg \ ^ — °- 

Le (0) découle de 0[ 3.3] (voir aussi [TT]) et le (1) découle du théorème 2.1. 

Dans ce qui suit nous utilisons la méthode et les notations de [8j 4.4 et 4.7]. 

Soit r = codimX, si r = 1, on peut supposer que n > 3, il s'agit de montrer que 
reg(R/I) < n\(di — 1). Comme les fi ont un facteur commun h, on posons fi = hf[ et 
V = (/{,..., f' r ), l'idéal I' est de codimension r' > 2 et reg(J) = deg(h) + reg(J'). 

Si r' > n, on a d'après (0), reg(i?//') < (n + l)(di — 5 — 1), où S = deg(h), donc 

reg(R/I) < (n + l)(di-<5-l)+(5 

< (n + l)(di-l) 

< n!(di-l). 

Si r' < n, le fait que X soit localement intersection complète hors d'un schéma Z de 
dimension, implique que dim(_R//') < 2. Donc, les inégalités (1) et (2) appliquées à /' 
donne la borne pour /. 

Dans tout ce qui suit on suppose r > 2. Posons 

Oij = Ui >hv X ^ ^<i<r et r + 1 < j < s, 

\fx\=di— dj 
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où les Uij ;fl sont des variables, X M 
matrice A - 



"i,3. 



et définissons ai, 



(ai, 



X% n et = fiQ + . . . + fi n . Considérons la 
a r par : 

//A 



(ir,r A) 



où / rj7 . est la matrice identité d'ordre r. Posons K = k(Ui t j jfl ), R' = R ®fc K, J = 
(«!,.'. . ,a r )R' : 772', y = Pto](R'/IR' + J). Pour c = dirai?'- 1 et d = dimR - 2, le 
théorème [5J 4.4(d)] montre que y est un schéma de type rationnel et localement inter- 
section complète hors d'un schéma de dimension zéro. D'après [H 1.7(iii) ], y coincide 
avec y' = Pto](R'/IR'+ {J)<a) hors d'un nombre fini de points. De plus, comme y' est 
localement intersection complète hors d'un nombre fini de points, il existe d = dimX 
formes fit, . . . , Pd G J de degrés au plus a telles que y" = Pto](R'/(I, . . . , /3a)) 
coïncide avec y' hors d'un nombre fini de points. Ainsi y" coïncide avec y hors d'un 
nombre fini de points. En posant J" = (a±, . . . , a r , f3\, . . . , on a la suite exacte 
suivante : 

— ► R'/IR! n J" — ► R'/IR' © R'/J" — > R'/IR' + J" — ► 0. 
De cette suite on déduit que 



(*) reg{R/I) = ieg(R'/IR') 

< max{reg(R'/IR' n J"),reg(R'/IR' + J")}. 

Comme 1R! fl J" = (ai, . . . , a r ) est une intersection complète de codimension r, on a 

reg(R'/IR' n J') = a. 

Puisque y" coïncide avec y hors d'un nombre fini de points, y" est un schéma de 
dimension d — 1, de type rationnel et localement intersection complète hors d'un schéma 
de dimension zéro. Nous allons en déduire (2) par récurrence sur la dimension d de X. 

Pour d — 2, y" est défini par des équations de degrés a > a > d\ > . . . > d r . Comme 
dim^" = 1, on a 

reg(R/I) < reg(R'/IR' + J") 

r—d 



2(d(a - 1) + ^{{di - 1) - 1) + d r _ d+1 



i=l 
r-2 



2(2{a - 1) + J2( d * -!)-!) + d r- 



i=l 



< 2{2{a - 1) + (a - 1)) 

= 6((7-l). 
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Pour d > 3, y" est défini par des équations de degrés a > . . . > a > d x > . . . > d r _d- 

d fois 

D'après l'hypothèse de récurrence, si r > d, on a 

r— ci 

Teg(R'/IR' + J") < d!(d(<r-l) + ^(di-l)-l) 

i=l 

< d!(d(cr- 1) + a- 1) 

= (d+l)!(<7-l). 

et si r < d, on a 

Teg(R'/IR' + J") < d\(r(a-l)) 
< dd\{a-l) 
= (d+l)!(o--l). 

On en déduit dans tous les cas que, 

reg(R/I) < (d+l)\(a-l). 

□ 



Corollaire 3.2. Soit X C P n schéma projectif sur un corps k, de codimension r > 0, 
défini par des équations de degrés au plus D > 2. On suppose qu'il existe un schéma 
Z C X de dimension zéro, tel que Va; G X — Z, X est localement intersection complète 
en x et Ox,x est de type rationnel. Alors, 

(0) reg(R/I) <(n + l)(D- 1) si dimX < 0, 

(1) reg(R/I) < (2r + 1)(D - 1) - 1 si dimX = 1, 

(2) reg{R/I) < (dim X + l)!(r(D - 1) - 1) si dimX > 2. 



4 Bornes pour la régularité des schémas non lisses 



Soit R un anneau de polynômes sur un corps, I un idéal gradué de i?, engendré 
par des éléments de degrés au plus D et soit h, . . . , l s +i des formes linéaires générales. 

Posons M = R/I, Mi := M/ (h, h)M, i = 0, . . . , s et Ki := ker(Mi ^ Af^l]). En 
appliquant les résultats de la preuve de [6J 3.2] avec R — S et J = (0), on a 

n = max{6f(M) -2, 6^(M) + max{l,6^(J)}-2, reg(M i )} 

= max{6f (M) - 2, &£(M) - 1, reg(Mi)} 

= m&x{D - 2,reg(Mj)} 

On a ainsi le lemme suivant comme cas particulier de [6] 3.2] : 
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Lemme 4.1. Avec les notations ci-dessus, on suppose que les Ki sont de longueur finie 
pour tout i. En posant Q; L = max{reg(Mj), \(Kj), D — 2} + 1 pour < i < s, on a 

Qi<QÏ +1 Vi = 0,...,s-1. 

En particulier, 

reg(M)<Qf. 



Le lemme 4.1 et la proposition suivante nous permettent d'obtenir des bornes pour 
la régularité du schéma X. 

Proposition 4.2. Soit R = k[X ,...,X n ] un anneau de polynômes sur un corps k, 
avec n > 2, m = (X , . . . ,X n ), I C R un idéal engendré par des formes de degrés 
au plus D et X = Proj(i?/J). On désigne par d la dimension de X et par ô celle 
de son lieu singulier. Soit li,...,l s , avec s > ô des formes linéaires générales, on 

pose S = R/I, Si := S/ (li, . . . , h) S, i = 0, . . . , s, Ki := ker(S , i ^» S^l]) et Xs = 
Proj(i?/ 1 + (h, . . . , ls)). Supposons qu'il existe un schéma Z$ C Xs de dimension zéro, 
tel que Vrr G X$ — Zg, Xs est localement intersection complète en x et Ox s , x ^st de type 
rationnel. Alors, 

A( ^- l} - D l (d+ 1-6)1 ) 



Démonstration. La suite exacte 

— > K s -i — > Ss-i ^ S s -i[l] ^Ss^O 
donne une suite exacte en cohomologie locale 

— Ks-i — H° m (S S -i) ^ H° m (S 5 -i)[l] — H° m (Ss) — 
qui montre que 

A(^_0 < A«(^_ 1 ))-A«(^_ 1 )) + A«(5 5 )). 
= A(^(5,_0) 

Ainsi, nous avons 

\(Ks-i) < X ( H ° m (Ss))u 

i/=0 
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L'idéal I + (h, . . . ,1$) contient un idéal J$ engendré par une suite régulière de degrés 
D,...,D, Donc 



r fois S fois 

H Ss {v) < H R/Js (u) 

D-l D-l 

= E-E 

H=0 i r =0 

'v + d-5 



ainsi, 



v + d — ô — (ii + . . . + i r 
d-ô 



rcg(Ss) 



i/— n \ / 



!/=0 



'reg(Stf) +d+ 1 -5 
Comme reg^) < (d + l)!(r(£) — 1) — 1), on a 



A(tfi-i) < £ r 
< D r 



(d+l)\(r(D-l)-l) + d+l-ô 

d+1-5 
r(d +!)!(£> - 1 



d+l-ô 
[r(D- l)(d + l)\) d+1 - s 



□ 



Théorème 4.3. Soit R = k[X , . . . X n ] un anneau de polynômes sur le corps k, I C R 
un idéal homogène, X = Proj(R/I), d = dimX et ô la dimension du lieu singulier de 
X. On suppose que I est engendré par des éléments de degrés au plus D > 2. 
Alors on a 

reg(R/I) < C(n,d,ô)D {n+1 - 5)2S '\ 

Démonstration. Soit l±, . . . , lg des formes linéaires générales, on pose 

S = R/I, Si-^S/ih,...,^, i = 0,...,S et K t :=ker(S t X -^ SA1]). 
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Si Hi, . . . , Hs désignent les hyperplans définis par les le schéma Z = X n H% PI . . . H H s 
vérifie les conditions du corollaire 3.2. Comme (d + 1 — ô)\ < (d+ 1)!, on a 

reg(Ss) < (d + l)!(r(£)-l)-l). 

D'après la preuve de P, 3.2], nous avons 

Teg(S^ 1 )<reg(S s ) + X(K ô ^). 

Donc, 

Q 5 _i = max{reg(5 5 _i),A(K (5 _ 1 ), J D-2} + l 
< max{reg(£ 5 ) + A(i^_ x ), D - 2} + 1 

/ (rD(d+l)!)^ \ 
" ^ (d + l-tf)! y» 
(r(d+l)!)^ \ 



Ainsi d'après lemme 4.1, nous avons 
reg(R/I) < QfSÏ 

,((;,-,/)(,/• !)!)"• : V' , 
(d+l-ô)\ 



□ 



En utilisant les théorèmes 3.1 et 4.3, les résultats de Bertram-Ein-Lazarsfeld pQ et 
les résultats de Chardin-Ulrich [8j, nous avons le théorème suivant : 

Théorème 4.4. Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de 
codimension r > 0. Soit ô la dimension du lieu singulier de X et Ix l'idéal saturé 
définissant X . On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D > 2. 

1) Si ô — — 1 ou si ô = et la caractéristique de k est nulle, alors 

reg(Ix) < r{D - 1) + 1. 



2) Si ô < 1, alors reg(I x ) < (dimX)l(r(D - 1) - 1) + 1. 

3) Si ô > 2 alors, 

ieg{Ix)<C(n,d-l 1 5-l)D^ 2S -\ 
où C(n,d,S) est définie dans le théorème 4-3. 
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Démonstration. La conclusion du 1) découle des théorèmes [H 4 (i)] et de [H 0.1]. 

Soit R = k[X , . . . , X n ] et I x = I sat l'idéal saturé définissant le schéma X. Soit l une 
forme linéaire générale et H l'hyperplan défini par l, d'après 2.5], on a 

(*) reg{R/I x ) = max{reg( J R// XnJÏ ),a 1 ( J R// x ) + l} 

< max{reg(it:/J + (/)), ai (R/I x ) + 1}. 

D'autre part la suite exacte, avec X(K) fini, 

— > K — ► (R/I)(-l) R/I — > R/I + (l) — ► 0, 

donne une suite exacte en cohomologie locale 

. . . — H° m (R/I + (/)) — HHR/I){-Ï) — H l m {R/I) — Hi(R/I + (/)) — . . . 

qui montre que H^R/I)^ ~ H^R/ 1)^-1 = pour /i > reg(R/I + (/)). On en déduit 
que 

reg(i?/J + (/)) > ai(i2/J) + 1 = + 1, 

et par suite d'après (*) on a 

(3) reg(R/I x ) <reg(R/I+(l)). 



Si S < 1 le schéma, -Z = Proj(i2/J + (/)) est à singularités isolées. D'après le (2) du 
théorème 3.1 on a, 

veg(R/I+(l)) < (dimZ + l)!(r(D-l)-l) 
= (àimX)l(r(D- 1) - 1). 

On en déduit que 

reg(Jjr) = reg(R/I x ) + l 

< veg(R/I+(l)) + l 

< (dimZ + l)!(r(D-l)-l) + l 
= (dimX)l(r(D- 1) - 1) + 1. 

Si ô > 2, 1' inégalité (3) ci-dessus et le théorème 4.3 appliqué à R/I + (l) donne la 
borne annoncée. 

□ 
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